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Пример: анализ функции плотности• Пусть функция плотности случайной величины 𝑋 задана в виде:

𝑓𝑋(𝑥) = ⎧{⎨{⎩0, 𝑥 < 0𝑐𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 30, 𝑥 > 3
Найдите нормировочную константу, построите функцию распределения, посчитайте вероятности𝑃(−5 < 𝑋 < 2), 𝑃(𝑋 > 1).• Проверяем выполнение условия нормировки: +∞∫−∞ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 1

0∫−∞ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + 3∫0 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + +∞∫3 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 0∫−∞ 0 𝑑𝑥 + 3∫0 𝑐𝑥2𝑑𝑥 + +∞∫3 0 𝑑𝑥 = 1
𝑐 𝑥33 ∣30 = 9𝑐 = 1 ⟶ 𝑐 = 19
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Пример: анализ функции плотности• Используем формальное определение функции распределения: 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡• Рассматриваем так же три области. Первая область ∀𝑥 < 0. Мы знаем, что функция плотности в этой
области равна нулю. 𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥∫−∞ 0 𝑑𝑡 = 0

• Вторая область ∀𝑥 ∈ [0, 3]. Знаем, что на этом интервале у функции плотности определенный вид, плюс
не забудем, что мы еще ранее нашли нормировочную константу.𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑥∫0 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 0 𝑑𝑡 + 𝑥∫0 1𝑡29 𝑑𝑡 = 0 + 𝑡327 ∣𝑥0 = 𝑥327• Третья область ∀𝑥 > 3:𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 3∫0 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + +∞∫3 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 0 𝑑𝑡 + 3∫0 1𝑡29 𝑑𝑡 + +∞∫3 0 𝑑𝑡 = 1
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Пример: анализ функции плотности• Используем формальное определение функции распределения: 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡• Рассматриваем так же три области. Первая область ∀𝑥 < 0. Мы знаем, что функция плотности в этой
области равна нулю. 𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥∫−∞ 0 𝑑𝑡 = 0

• Вторая область ∀𝑥 ∈ [0, 3]. Знаем, что на этом интервале у функции плотности определенный вид, плюс
не забудем, что мы еще ранее нашли нормировочную константу.𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑥∫0 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 0 𝑑𝑡 + 𝑥∫0 1𝑡29 𝑑𝑡 = 0 + 𝑡327 ∣𝑥0 = 𝑥327

• Третья область ∀𝑥 > 3:𝑥∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 3∫0 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + +∞∫3 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 0∫−∞ 0 𝑑𝑡 + 3∫0 1𝑡29 𝑑𝑡 + +∞∫3 0 𝑑𝑡 = 1
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Пример: анализ функции плотности• Финально, корректная запись функции распределения:

𝐹𝑋(𝑥) = ⎧{⎨{⎩0, 𝑥 < 0𝑥327 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 31, 𝑥 > 3

• Посчитаем вероятности через основное определение и через функцию распределения и сравним
результаты.𝑃(−5 < 𝑋 < 2) = 2∫−5 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 0∫−5 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + 2∫0 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 0∫−5 0 𝑑𝑥 + 2∫0 1𝑥29 𝑑𝑥 = 𝑥327 ∣20 = 827𝑃(−5 < 𝑋 < 2) = 𝐹𝑋(2) − 𝐹𝑋(−5) = 827 − 0

𝑃(𝑋 > 1) = +∞∫1 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 3∫1 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + +∞∫3 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 3∫1 1𝑥29 𝑑𝑥 + +∞∫3 0 𝑑𝑥 = 𝑥327 ∣31 = 2627𝑃(𝑋 > 1) = 𝐹𝑋(+∞) − 𝐹𝑋(1) = 1 − 127
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𝐹𝑋(𝑥) = ⎧{⎨{⎩0, 𝑥 < 0𝑥327 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 31, 𝑥 > 3• Посчитаем вероятности через основное определение и через функцию распределения и сравним
результаты.𝑃(−5 < 𝑋 < 2) = 2∫−5 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 0∫−5 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + 2∫0 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 0∫−5 0 𝑑𝑥 + 2∫0 1𝑥29 𝑑𝑥 = 𝑥327 ∣20 = 827𝑃(−5 < 𝑋 < 2) = 𝐹𝑋(2) − 𝐹𝑋(−5) = 827 − 0

𝑃(𝑋 > 1) = +∞∫1 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 3∫1 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 + +∞∫3 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 3∫1 1𝑥29 𝑑𝑥 + +∞∫3 0 𝑑𝑥 = 𝑥327 ∣31 = 2627𝑃(𝑋 > 1) = 𝐹𝑋(+∞) − 𝐹𝑋(1) = 1 − 127



Математическое ожидание• Напомним, что для дискретной СВ мы вычисляем математическое ожидание как ’взвешенную сумму’:𝐸[𝑋] = 𝑛∑𝑖=1 𝑥𝑖𝑃 (𝑋 = 𝑥𝑖), вычисляется для ∀𝑥𝑖 ∈ Ω𝑋.• Если у нас есть другая СВ 𝐺, являющаяся функцией от 𝑋: 𝐺 = 𝑔(𝑋):𝐸[𝑔(𝑋)] = 𝑛∑𝑖=1 𝑔(𝑥𝑖)𝑃 (𝑋 = 𝑥𝑖)• Для непрерывного случая мы заменяем сумму на интеграл:𝑛∑𝑖=1 𝑥𝑖 𝑃 (𝑋 = 𝑥𝑖) ⇒ +∞∫−∞ 𝑥 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 𝑛∑𝑖=1 𝑔(𝑥𝑖) 𝑃 (𝑋 = 𝑥𝑖) ⇒ +∞∫−∞ 𝑔(𝑥) 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
• Финально: 𝐸[𝑋] = +∞∫−∞ 𝑥𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 𝐸[𝑔(𝑋)] = +∞∫−∞ 𝑔(𝑥)𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥



Дисперсия

• Формула для дисперсии остается той же:𝑉 𝑎𝑟[𝑋] = 𝐸 [(𝑋 − 𝐸[𝑋])2] = 𝐸[𝑋2] − (𝐸[𝑋])2• Напомним доказательство:𝑉 𝑎𝑟[𝑋] = 𝐸 [(𝑋 − 𝐸[𝑋])2] = 𝐸[𝑋2 − 2𝑋𝐸[𝑋] + (𝐸[𝑋])2] =𝐸[𝑋2] − 2𝐸[𝑋]𝐸[𝑋] + (𝐸[𝑋])2 = 𝐸[𝑋2] − (𝐸[𝑋])2.



Пример

𝑓(𝑥) = {𝑐(1 − 𝑥2), −1 < 𝑥 < 10, otherwise
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Слайд для записи

ETX]Ed = Se- /1 x c)dx
=

- I

= -) = 0



Слайд для записи

EIX]=Fdx =(e- (1x)dx
=

- 1
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